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Predgovor

Materijal predstavljen u ovom udZbeniku izlaZe se u okviru kursa Algoritmi za di-
namicku optimizaciju na ¢etvrtoj godini osnovnih studija Odseka za Telekomunik-
cije, Elektrotehnickog fakulteta, Univerziteta u Beogradu. Takode, udzbenik moZze
posluziti i studentima drugih odseka, kao i diplomiranim inZenjerima elektrotehni-
ke, koji Zele da steknu ili prosire znanje o dinamickom programiranju i metodama
zakljucivanja koji ga koriste.

UdZbenik je pisan sa Zeljom da predznanje potrebno za razumevanje najveceg bro-
ja koncepata opisanih u udZzbeniku bude minimalno, a misljenje autora je da osim
osnovnih pojmova teorije grafova i teorije verovatnoce druga specijalna predzna-
nja nisu nuzna za pracenje izloZene materije. UdZbenik predstavlja poku$aj autora
da predstavi razlicite metode koje se koriste u oblasti nauke o podacima (eng. data
science) i masinskog ucenja (eng. machine learning) iz ugla teoreticara informacija,
saidejom da bude koristan i studentima doktorskih studija koji se bave teorijom in-
formacija i imaju potrebu da u svojim istrazivanjima koriste dostignu¢a masinskog
ucenja ili teorije ekspertskih sistema.

Autor bi posebno Zeleo da se zahvali recezentima dr Predragu Ivanisu, redovnom
profesoru i dr Goranu Markovi¢u, vanrednom profesoru, na korisnim sugestijama i
diskusijama.
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1 Optimizacioni algoritmi i kompleksnost

U ovom poglavlju bice obja$njeni osnovni koncepti matematicke optimizacije, sa po-
sebnim osvrtom na diskretnu optimizaciju kojoj je posvec¢en ovaj udzbenik. Teorija kom-
pleksnosti igra znacajnu ulogu u reSavanju problema diskretne optimizacije, pa je deo
poglavlja posvecen osnovama teorije komplesnosti sa nekoliko ilustrativnih primera.
U poglavlju je takode moguce pronaci i osnove dinamicke optimizacije sa prikazima
nekoliko posebno znacajnih algoritama, kojim se reSavaju pojedini problemi diskretne

optimizacije.

1.1 Matematicka optimizacija

Matematicka optimizacija bi se grubo mogla nazvati selekcijom najboljeg elementa iz
skupa elemenata pod zadatim uslovom, ali u §irem (inZenjerskom) smislu optimizacija
bi ukljucivala i niz radnji koje se ¢esto nazivaju domenskim operacijama (slika 1.1) i
svode se na pronalaZzenje problema koji se resava optimizacijom (potreba za optimiza-
cijom), izbor promenljivih koje se optimizuju, kao i definisanje uslova koje promenljive
moraju da zadovolje. Broj promenljivih treba smanjiti na najmanji moguci broj iz ra-
zloga kompleksnosti. Uslovi predstavljaju fundamentalne relacije izmedu promenljivih.
Mogu predstavljati jednakosti ili nejednakosti, biti linearni ili nelinearni. Nakon defini-
sanja uslova, pristupa se samoj matematickoj optimizaciji u uzem smislu. Formulisanje
kriterijuma se odnosi na pronalazenje matematickog opisa funkcije (metrike), koja se
Zeli optimizovati. Uobicajno je da jedan problem moze biti reSen razli¢itim algoritmi-
ma, koji ¢e se razlikovati prema nivoima racunarske kompleksnosti potrebne za njihovo
koris¢enje.

Optimizacioni algoritmi se mogu podeliti na nekoliko nacina koji ¢e u nastavku biti pri-
kazani.

* Kontinualna i kombinaciona optimizacija — kombinaciona optimizacija uklju-
¢uje optimizaciju promenljivih iz nekog kona¢nog skupa, dok kontinualna opti-

mizacija podrazumeva promenljive iz skupa realnih (kompleksnih) brojeva.

¢ Uslovna ili bezuslovna optimizacija — kada priroda problema koji se reSava do-

vodi do ogranicenja vrednosti promenljivih, govori se o uslovnoj optimizaciji. Na
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Slika 1.1: Dijagram matematicke optimizacije.

primer, ako se optimizuje diskretna raspodela nekog procesa, tada zbir svih pro-

menljivih mora da bude jedinica, a same promenljive se nalaze u opsegu [0,1].

¢ Deterministicka ili stohasti¢ka optimizacija. Nekada su podaci, koji su podlozni
optimizaciji, slucajni procesi, pa je cilj optimizacije zapravo izboriti se sa slucaj-
noscu (najcesce usled nezeljenog uticaja Suma, odnonsno merne nesigurnosti).
Deterministicka optimizacija pronalazi traZzeno reSenje kao tacku u predvidivoj

viSedimenzionoj funkciji.

U nastavku Ce, pre daljeg izlaganja, biti formalno definisani kontinualni i diskretni opti-

mizacioni problemi [1].



Definicija 1.1.1:
Neka je data visedimenziona funkcija f (x). Kontiualana optimizacija se definise
kao
min fx)
uslovi: gix)<0,i=1,2,...,m

hi®)=0,i=12,...,p (1.1

Definicija 1.1.2:

Diskretna optimizacija se definiSe kao uredena trojka (I, f, m) definisana u na-
stavku.

e [ je konacan skup ulaznih podataka.

» Za svaki podatakx € I, vrednost f (x) predstavlja skup potencijalnih reSenja
optimizacionog problema.

* Ulazni podatakx i potencijalno resenje y € f(x) vezani su metrikom m(x, y).

Optimalno resenje yop: zadovoljava uslov

m(x, yopt) = min{m(x, y)|y € f®}. (1.2)

\ J

Po konvenciji, kontinualna optimizacija minimizuje vrednost funkcije, dok su funkci-
je uslova, koje promenljive moraju da zadovolje, manje ili jednake nuli. Kontinualna
optimizacija potencijlano pretrazuje beskonacan skup vrednosti i u opStem slucaju ne
moZe se sa sigurnodc¢u tvrditi da li optimalno reSenje postoji, niti da li je optimum do-
stignut u toku optimizacije. S druge strane, postavka diskretne optimizacije je takva da
garantuje postojanje globalnog re3anja, 3to je fundamentalna razlika izmedu dva po-
stupka. Sirovom (eng. brute force) pretragom svih podataka iz skupa I sigurno se nalazi
najbolje reSenje. Zbog toga bi se moglo pomisliti da su problemi diskretne optimizaci-
je jednostavniji za resiti. Medutim, slede¢i primer putujuceg trgovca ¢e biti iskoriséen
da opovrgne prethodno zapazanje. Zadatak putujujuceg trgovca je da obide 15 razlicitih
gradova tako da put koji prede obilazeci gradove bude najmanji moguci. Trgovac po-
znaje medusobna rastojanja izmedu gradova i mozZze proveriti sve moguce putanje kojih
ima 15! = 43.589.145.600. Ovaj broj je isuvise veliki da bi se u razumnom vremenu prove-



rio na standarnom racunaru, pa pronalazak najboljeg reSenja prostom pretragom nije
verovatan. Sledi da pronalazenje optimalnog reSenja direktno zavisi od veli¢ine skupa
u kome se optimalno reSenje trazi (zamisliti da trgovac treba da obide 30 gradova). U
praksi su najc¢es¢i problemi koji ne mogu da se reSe direktnom pretragom, ve¢ zahtevaju
znatno sofisticiraniji pristup. Drugim re¢ima, kompleksnost algoritma kojim se reSava
optimizacioni problem ima istaknutu ulogu u diskretnoj optimizaciji.

1.2 Kompleksnost algoritama

Kompleksnost optimizacionih algoritama se najceSce vezuje za vreme potrebno da se
algortiam izvrsi, kada se govori o vremenskoj kompleksnosti ili hardverskim resursima
potrebnim za puStanje algoritma, kada se govori o prostornoj kompleksnosti. Prostor-
na kompleksnost algoritama najce$ce se vezuje za memoriju koju je potrebno rezervi-
sati u toku obavljanja operacija algoritma, $to najcesce ne zavisi samo od algoritma, veé¢
i od hardverskog procesora na kome se pokrece algoritam. S druge strane, vremenska
kompleksnost se meri brojem elementarnih racunarskih operacija koje aloritam kori-
sti i manje je zavisna od procesora na kome se one izvrS§avaju. Arhitektura procesora
definiSe nacin rasporedivanja operacija (neke operacije se izvr$avaju serijski, a neke pa-
ralelno) ali ne menja njihov ukupan broj. Zbog toga se vremenska kompleksnost ¢esto
smatra univerzalnijom metrikom kojom se opisuju i porede algoritmi i u nastavku ovog
udzbenika, kada se drugacije ne naznaci, kompleksnost algoritma ée se odnositi isklju-
¢ivo na vremensku kompleksnost.

Prema dominantnoj paradigmi prisutnoj u informaciono-tehnoloskoj industriji, inZe-
njersko vreme je najvredniji kompanijski resurs, pa se u cilju smanjivanja vremena pro-
vedenog za reSavanje nekog problema Cesto toleriSu i algoritamska reSenja, koja su kom-
pleksnija od optimalno mogucéih. Ubrzani razvoj poluprovodnickih komponenti, omo-
gucio je konstrukciju brzih i efikasnijih racunara, a samim tim i udobniji inZenjerski rad
iz kog je i proistekla navedena paradigma. Tako je moguce zamisliti veliki broj primena,
u kojima korisniku nekog softverskog alata nije previse bitno da li se programski kod iz-
vr$ava za 1ms ili 0,1s. Medutim, kori§¢enje neoptimalnog algoritma na duZe staze moze
da bude problemati¢nije od poveéanog inZenjerskog vremena utrosenog da se pronade
optimalno reSenje. Naime, paralelno sa razvojem racunara, poveéava se i koli¢ina poda-
taka koje ti raCunari treba da obrade — pri ¢emu kolic¢ina podataka pokazuje brzi rast od
poznatog Murovog zakona vezanog za razvoj poluprovodnickih komponenti. Imajuéi to
u vidu, dolazi se do zakljucka da svaki neoptimalno reSen problem moZe prerasti u ne-
reSen problem u doglednoj buduénosti. Zbog toga je od znacaja takozvana asimptotska





